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Auf dem gesamten Zettel ist 𝑘 ein Körper.

Aufgabe 1.
Ein 𝑘-Schema 𝑋 heißt geometrisch zusammenhängend falls für jede Erweiterung 𝑘 ⊆ 𝐾 der
Basiswechsel 𝑋𝐾 ebenfalls zusammenhängend ist. Zeige:

(i) Ein Schema 𝑋 ist zusammenhängend genau dann wenn es in O𝑋(𝑋) nur 0 und 1
idempotent sind2

(ii) Angenommen, 𝑘 ist separabel abgeschlossen. Sei 𝐴 eine 𝑘-Algebra, so dass Spec(𝐴)
zusammenhängend ist. Dann ist Spec(𝐴) bereits geometrisch zusammenhängend.

(iii) Angenommen, 𝑘 ist separabel abgeschlossenund𝑋 ein zusammenhängendes𝑘-Schema.
Dann ist 𝑋 bereits geometrisch zusammenhängend.

Aufgabe 2.
Zeige:

(i) Sei 𝑓∶ 𝐵 ↪ 𝐴 ein injektive Ringabbildung, so dass die induzierte Abbildung 𝔸1𝐴 → 𝔸1𝐵
abgeschlossen ist. Dann ist 𝑓 ganz.

(ii) Schlussfolgere: Sei 𝑓∶ 𝑌 → 𝑋 ein Morphismus von Schemata, der affin und eigentlich
ist. Dann ist 𝑓 endlich.

Diese Aufgabe baut auf der vorherigen auf:

Aufgabe 3.
Sei 𝑋 ein 𝑘-Schema, dass eine endliche Überdeckung 𝑋 = ⋃𝑛

𝑖=1 Spec(𝐴𝑖) besitzt, sodass jedes
𝐴𝑖 eine endlich-erzeugte 𝑘-Algebra ist. Zeige:

(i) 𝑋 ist ein noethersches Schema.

(ii) Angenommen, 𝑋 → Spec(𝑘) ist eigentlich, und 𝑋 ist reduziert. Dann ist O𝑋(𝑋) ein
endlich-dimensionaler 𝑘-Vektorraum.

(iii) Was kann man in (ii) zusätzlich sagen wenn 𝑋 außerdem

(a) zusammenhängend,
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(b) und zusätzlich geometrisch zusammenhängend,
(c) und zusätzlich geometrisch reduziert

ist?
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